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ZUSAMMENFASSUNG 


Bei der Obertragung einer Ho,~ Welle durch einen stetigen 
Obergang zwischen zwei kreisrunden Hohlleitern verschiedener 
Durchmesser entsteht ein Energieverlust durch Reflexion und 
durch Umwandlung in andere, ausbreitungsfahige Wellentypen., 
Dieser Verlust wird berechnet und ftir einen konischen Obergang 


in Kurven dargestellt, 


| 


Die vorliegende Arbeit wurde w&hrend der T&tigkeit des 


Verfassers im Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, 
Miinchen, ausgefiihrt, 
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STETIGE UBERGANGE FOR Hj,-WELLE MIT BESONDERER 
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M.G. Andreasen 
civilingenior, lic, techn, 
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Einleitung. 

Zur Obertragung der Ho47 Welle eines kreisrunden Hohlleiters in 
einen anderen Hohlleiter mit grésserem oder kleinerem Durchmesser 
sollen die Sbertragungseigenschaften eines stetigen Ubergangssttickes 
mit besonderer Berticksichtigung des konischen Obergangs rechnerisch 
ermittelt werden, An dem Obergang entsteht ein Energieverlust der zu 
fibertragenden Ho47 Welle sowohl durch Reflexion einer Ho,~ Welle als 
auch durch Umwandlung in andere, ausbreitungsfahige Wellentypen, 
Die an einem Ubergang mit kreisrundem Querschnitt erregten Wellen- 
typen sind vom Typ Hon* Diese Wellen kinnen kaum durch ein Modus- 
filter absorbiert werden ohne gleichzeitig die Ho,~ Welle stark zu 
beeintrachtigen, Sie werden aber im Hohlrohr etwas starker gedampft 


als die Ho, 
theoretisch 3, 35 mal so gross wie die der Ho2~ Welle in der optischen 


-Welle. So ist die Dimpfungskonstante der Ho2~ Welle 


Grenze, ‘Bei endlicher Frequenz wird das Dampfungsverhd@ltnis noch 
grésser, 

Leonard und Yen [1] haben die Reflexion der Ho,~ Welle an der 
tbergangsstelle zwischen einem kreisrunden Hohlleiter und einem 
konischen Horn berechnet, Die Ergebnisse von Leonard und Ye sind 
nicht in Ubereinstimmung mit den bei dieser Untersuchung gewonnenen 
Resultaten, Die von Leonard und Yen verwendete Methode basiert auf 
einer Arbeit von Stevenson [2] tiber elektromagnetische HSrner, King 
und Marcatili C3] geben an, dasg S.P. Morgan bei den Bell-Laboratorien 
die Modusumwandlungen in einem konischen Obergang berechnet hat. 
Die Ergebnisse solcher Berechnungen sind in einer Patentschrift [4] von 


Morgan gegeben und gelten um so besser, je kleiner die Frequenz ist, 
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Beliebig getaperter Obergang kreisrunden Querschnitts ftir die Ho,~ Welle 


Die Methode, die hier zur Berechnung der Obertragungseigenschaften 
eines Obergangs zwischen zwei kreisrunden Hohlleitern ftir die Ho,7 Welle 
verwendet werden soll, ist grunds&tzlich dieselbe wie die von Stevenson [2] 
in seiner grundlegenden Arbeit tiber elektromagnetische H8rner und die 
von Leonard und Yen [4] verwendete Methode, Bei dieser Methode wird 
das Feld in einem Querschnitt des Mbergangs durch Eigenfunktionen des 
geraden Hohlleiters ausgedrtickt; die Maxwellschen Gleichungen werden 
zu Differentialgleichungen ffir die axialen Feldst&arken reduziert, Hier 
sollen jedoch die Maxwellschen Gleichungen in ein Telegraphengleichungs- 
system ffir Spannungen und StrSme in gekoppelten Ersatzleitungen, wie 
von Schelkunoff [5] diskutiert, tbertragen werden, da dies aus einem 
ingenieurm4ssigen Gesichtspunkt bequemer ist, 

Der Obergang, der untersucht werden soll, ist in Bild 1 gezeigt. 

Das transversale elektromagnetische Feld in der Querschnittsebene z 
drficken wir durch eine unendliche Summe von vektoriellen Eigenfunktionen 


Bild 1. Obergang zwischen zwei kreisrunden Hohlleitern, 


des geraden Hohlleiters der gleichen Berandung r = a folgendermassen 


aus: 
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t=). Va , (4) 
fe) 


= 1 (z)h,, (2) 


Hier sind V2) und 1 (z) unbekannte Modusspannungs- und Stromkoeffizi- 
enten, Bn und h, sind Vektorfunktionen, die folgendermassen definiert 


sind: 


oe | 
N> 


(3) 


n) 
h (4) 


Der Operator Y, wirkt nur auf die Querschnittskoordinaten, AA ist eine 
skalare Funktion, die der homogenen Wellengleichung 


= 0 (5) 


mit der Randbedingung oy, /dn = 0 an der Querschnittsbegrenzung fir 
H-Wellen Gentige leisten muss, *, wird passend so normiert, dass 


da da=1, (6) 
A A 
(A Querschnittsareal), 

Die erste der Reihen (1) und (2) ist gleichm&ssig konvergent, Die 
zweite Reihe fir das magnetische Feld ist dagegen ungleichmassig 
konvergent, da die radiale magnetische Feldstarke an der Berandung 
des Obergangs von Null verschieden ist, w&hrend hy den Wert Null an 
dieser Berandung annimmt. Dies dtirfte jedoch keine Schwierigkeiten 
bereiten, wenn im folgenden diese letzere Reihe nie nach den Quer- 
schnittskoordinaten differenziert wird, 

Das elektromagnetische Feld (1) und (2) muss die Maxwellschen 
Gleichungen [6] mit der Zeitabhangigkeit jt 
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[e+ (7) | 

ati 

= “it $9.9, | (2xE,) (8) 


erffillen, k und ¢ sind hier die spezifische Ausbreitungskonstante und 
die Impedanz des tibertragenden Mediums. e ist die Einheitsdyade, 
In dem Obergang kreisrunden Querschnitts ftir die Ho4~Welle werden 
wie oben erw&hnt nur H.,,-Wellen angeregt. Flr die H,-Welle gilt: 


(9) 
= -M, (10) 
= J, » J,(*,a) = 0 (41) 


Durch Einsetzung dieses Ausdrucks ftir Bn in (4) und (2) reduzieren 
sich die Maxwellschen Gleichungen (7)-(8) auf die folgenden Differen- 
tialgleichungen ftir die Koeffizienten V,, und I, 


>» VM. J4 (tar) = (4,7) (12) | 
n=o n=o 
n=o0 n=o 


oder durch Differentiation nach z 


dx co 
> +) (VM, )5 4,7) = (14) 
n=o n=o n=o 


dx = 
n=o =o =o 


(45) 
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Zur Reduktion dieses Gleichungssystems multiplizieren wir beiderseits. 
mit r J, (07) und integrieren die Gleichungen von 0 bis a. Unter Be- 


nfitzung der Integrale 


Pp 
Lo firn #p 
) 
a J, firn=p 
P 
° J pay, (x n?) 
firn 
i- 
P 


die unter der Bedingung (11) gtiltig sind, folgen dann die Differential- 
gleichungen 


+ jko IM, - VeMp de )v j (18) 
n=o 1-(— 


4 a 2) dx J, 


P n=0 1-(-*) 
Pp 
Die gestrichelte Summe bedeutet n # p. Nach (11) ist 
dM 
(20) 
Zz pa dz pa 
du 
Ferner ist wz (21) 


da *_ a unabhdngig von z ist. Fthren wir jetzt (20), (24) und den Ausdruck 
(44) far M,, in die Gleichungen (48) und (19), ein so erhalten wir 
schliesslich das gewlinschte Telegraphengleichungssystem 
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= a (22) 


n=o 
>p= 0, 
' 
- v, | (23) 
n=o 


Hier ist = V «2 die Ausbreitungskonstante des geraden 
Hohlleiters, Man verifiziert leicht, dass dieses Gleichungssystem 


die bekannten, ungekoppelten Wellentypen des geraden Hohlleiters 
wenn @ = 0 ist. 

Wenn @ klein ist und die Kopplung zwischen den Wellentypen somit 
ebenfalls klein ist, kann die Kopplung zwischen einem Wellentyp p, der 
auf den Obergang einfallt, und einem anderen Wellentyp q n&herungsweise 
durch die folgenden einfachen Telegraphengleicungen dargestellt werden: 


dV 
,tan® “q 
+je 1, 2-5 (24) 
P 
dl 2 tane 
q Pp 
dv “u_x 
q Pp 
dl 2 tan@ 
Pp 


Aus diesen Gleichungen lassen sich N&herungsausdrticke ftir den Anteil 
der Energie des einfallenden Wellentyps p, der reflektiert wird, und 
den Anteil, der in andere, ausbreitungsfahige Wellentypen umgewandelt 
wird, bestimmen. Dies wird im folgenden ftir einen konischen Ober- 


gang gemacht, 
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Konischer Obergang 
Reflexion der einfallenden Welle 


Die Reflexion des einfallenden Wellentyps p an dem Obergang lasst 
sich aus den Gleichungen (24)-(25) n&herungsweise bestimmen unter 
Vernachlassigung der Kopplung zu anderen Wellentypen, wenn @<<1, 


Aus dem homogenen Gleichungssystem 


Vi + I, = 0 (28) 
2 


suchen wir dann die Impedanz der Hornwelle und kSnnen gleich die 
Reflexionen an beiden Enden des Ubergangs bestimmen, Die zusam- 
mengehidrenden Differentialgleichungen werden in die folgenden 


Differentialgleichungen zweiter Ordnung reduziert 


2 

" = 0 

(30) 

P P Pp 


Zur L&Ssung dieser Gleichungen, in denen BB eine Funktion von z ist, 


machen wir ftir Vv» und I, die Ans&tze 
z 
-j Ydz 
re) 


Lew (33) 


=ge (32) 


Die Grdssen Y, g und h, die sich nur langsam mit z 4ndern, werden 


nach Potenzen von ® entwickelt: 


v=) ©), 0%), b=) 0%) (34) 


Man flhrt jetzt diese Ans&tze in (30) und (31) ein, Glieder, die von 
gleicher GrSssenordnung von @ sind, werden gleichgesetzt. Man 
beachtet, dass die r-ten Ableituagen der Teilfunktionen tis & und 
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h, nach z die Potenzabhangigkeit n+r von @ besitzen, Auf diese Weise 


erh&lt man: 


4 
8, Yo = v4 = 0 (35) 
= - —— Arctan( (36) 
4 % Pp q > (p >?) Pia | 
4 
hy = 7 Arctan & ) (37) 
Te p?) 


Die diesen Ergebnissen zugrunde liegenden Berechnungen sind im Anhang 
aufgefthrt, Die Funktionen und hy werden nicht berechnet, da nur 
eine N&herung erster Ordnung ftir die Reflexion angestrebt wird, Bei 
einer N&herung zweiter Ordnung ftir die Reflexion mliisste auch die An- 
regung von anderen Wellentypen berticksichtigt werden, Die Lisung 
(35) - (37) stellt eine in der positiven z-Richtung fortschreitende Welle 
dar, Die Lésung einer riickw4rtslaufenden Welle ergibt sich aus 
(35) - (37) durch Wechseln des Vorzeichens fir und hy. Beider 
Berechnung von g, und h, wurde vorausgesetzt, dass a''=0, d,h. 8 unab- 
h&ngig von z ist wie im konischen OUbergang. 

Die Impedanz der fortschreitenden oder der riickwartslaufenden 


Welle im konischen Obergang ist also ntherungsweise 


2 
Vv (xa) 

P (Fa) 


Im Eingangshohlleiter ist die Impedanz kf /B oa? im Ausgangshohlleiter 
kC 2° Die Gréssen Bot und sind die Ausbreitungskonstanten des 
Wellentyps p in dem Eingangshohlleiter 1 bzw. dem Ausgangshohlleiter 2, 
Wenn die Reflexion klein ist, ergibt sich fiir den Reflexionskoeffizienten 
an der Knickstelle am Anfang z = 0 des Ubergangs 


(x 
(39) 


j 
| 
| 
| 
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und ftir den Reflexionskoeffizienten an der Knickstelle am Ende z = L 


des Obergangs 


a)* 
‘pe 2 


Unter der Vernachlassigung der Wechselwirkung erhdlt man ftir den 


absoluten Hichstwert des Reflexionskoeffizienten im Eingangshohlleiter 


3 

Diese Ausdriicke gelten sowohl ftir einen konvergierenden Obergang 

(@ negativ) als auch ftir einen divergierenden Ubergang (@ positiv), Der 
absolute Wert des Reflexionskoeffizienten ist also derselbe wenn in den 
Hohlleiter 2 eingespeist wird, wie wenn in den Hohlleiter 1 eingespeist 
wird. Dies entspricht einem bekannten Satz aus der Vierpoltheorie. 
Mit der Ho,~ Welle (x42 = 3, 832) als einfallende Welle ist der Betrag 
des Reflexionskoeffizienten Wy bzw. G in Bild 2 dargestellt in Abhangig- 
keit von bzw. fiir verschiedene Werte von Man bemerkt die 


(Tl 


1 


0,2 
b= 10° o=20° 
0,4 
0,02 ~ 
0,04 
0,005 
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 


a a 
4 
Bild 2, Absoluter Wert des Reflexionskoeffizienten am Anfang bzw, 
Ende eines konischen Oberganges durch Ubertragung einer Ho, Welle. 
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ausserordentlich schnelle Abnahme des Reflexionskoeffizienten mit 
wachsender Frequenz, Mit einem 50-mm-Hohlrohr und einer Frequenz 
von 30 GHz ist der Reflexionskoeffizient am Anfang eines konischen 
Obergangs mit @ = 40° nur 0, 02 %, was praktisch ohne Bedeutung ist. 


Umwandlung in andere Wellentypen 


Ein Teil der Energie der einfallenden Welle wird an dem Obergang 
in andere, ausbreitungsfahige Wellentypen umgewandelt, Die von einem 
zu ibertragenden Wellentyp p in einen Wellentyp q umgewandelte Energie 
kann n&Sherungsweise aus (26) und (27) dadurch berechnet werden, dass auf 


der rechten Seite dieser Gleichungen ftir die einfallende Welle die einfache 


N&herung (35) eingesetzt wird. Wir setzen also 


in die Differentialgleichungen (26) und (27) ein und bekommen zur 


Bestimmung von und I, 


dl 
q 
dl 2 
' q 


Zz 
4 


z jk q a 


-3 


(42) 
(43) 
(44) 
(45) 


Durch Differentiation der ersten dieser Gleichungen und Finsetzen in 


die zweite Gleichung ergibt sich, indem Glieder, die von zweiter Ord- 


nung in @ klein sind, vernachlassigt werden, die folgende Differential- 


gleichung zweiter Ordnung ftir Va 


1 
(46) 


| 
| 


Zz 
2 
V_=8 e 
P Pp 
\ 
4 
I, 
e 
P 
Pp 
2 jk 
q Pp 
: 
2 
2 2 
dz 
q Pp 


41, 


Die partikuldren L&Ssungen der entsprechenden homogenen Differential- 
gleichung sind nach (35) in erster N&herung 


V_=8 e 


q ‘9 


Die dazu gehSrende Wronskideterminante ist gleich 2j, und die voll- 
standige Lésung der Differentialgleichung (46) kann dann folgendermas- 


sen geschrieben werden 


j -j - dz -j dz 
[ee e dz 6, 
(x, a) a) q 
(8, +8,)az j \p dz 


(48) 


Als Integrationsgrenzen sind hier 0 und z bzw, z und L zweckm@ssig 
gew&hlt, Es ist z = L am Ende des konischen Obergangs. C, und Cc, sind 
Integrationskonstanten, die durch die Randbedingungen gegeben sind, dass 
am Anfang z = 0 des Obergangs nur eine reflektierte Welle bzw. am Ende 
z = Ldes Obergangs nur eine fortschreitende Welle vorhanden ist, Dies 
gibt C, = C, = 0, und man hat also ftir die am Ende des Obergangs fort- 
schreitende Welle 


L Zz 
=- al a 49 
L Zz 


| 
| 
= 
| 
| 
| 
z z 
Vv 
| 


42, 


und ftir die am Anfang des Obergangs reflektierte Welle 


qi Bot “3 dz (54) 


= e da (52) 


Hier sind Bat und Baz die Ausbreitungskonstanten des Wellentyps q im 
Eingangshohlleiter 1 und im Ausgangshohlleiter 2, Die Ausdrticke gelten 
nicht nur ftir einen konischen Ubergang, sondern auch ftir einen Obergang 
beliebigen Verlaufs, Nur ist vourauszusetzen, das @<<1 ist und dass 

die aus (49)-(52) berechnete Energieumwandlung der einfallenden Welle p 
relativ klein ist, 


Die in (49)-(52) eingehenden Integrale ftir den konischen Obergang 
lassen sich nur schwer ohne einschrankende Annahmen in geschlossene 


Form bringen, Es sei daher zunachst angenommen, dass 


2 2 2 
q! p (53) 
Diese Bedingungen sind um so besser erftillt, je hSher die Frequenz ist 
gegentiber den Grenzfrequenzen der zwei betrachteten Wellentypen, 
Under den Bedingungen (53) kSnnen wir dann ftir die in (50) und (52) 


eingehenden Gréssen naherungsweise schreiben 


2 2 2 
k - 5 


(56) 
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Im konischen Horn ist @ unabh4ngig von z. Mit den N&herungen (54)-(56) 


ergibt sich dann 


a)” 4 4 


(8-6, )dz* - (57) 


(8 [ka - ka, ] 


Ftir den absoluten Wert der Spannung des in den Hohlleiter 2 fortschreit- 
enden Wellentyps q errechnet sich damit 


q P a, 
, 
= Ciw,-Ciw, )+j(Siw,-Siw 5 
q2 ( 4) 2 4) 9) 
Hier ist ¥, * (60) 
(64) 


und Ci bzw. Si sind Funktionen der Integral-Cosinus bzw, der Integral- 
Sinus. Dementsprechend findet man ftir den absoluten Wert der Spannung 
des in den Hohlleiter 1 reflektierten Wellentyps q 


a 
| *2 re Bat e (62) 
P 4 
_4 
=2 (Ciu,-Ciu, )-j (Siu,-Siu,) (63) 


a)° 


: 
| | 
A 
| 
| 
| 
. 
| 
} 
| 
| 
| 
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(64) 


Fitir die relative Energieumwandlung des einfallenden Wellentyps p 


in den am Obergang forschreitenden und reflektierten Wellentyp q 


gewinnt man, da ar und = die Impedanzen des Wellentyps q im 
qi q2 
Hohlleiter 1 bzw. Hohlleiter 2 sind, und da nach (32)-(33) und (35) 


4/k¢ die Energie des einfallenden Wellentyps p ist 


2 (x, a) 2 
(a) 


= 5 r) (Ciu, Ciu,) -j (Siu,-Siu,)} (66) 
- 
In dem praktisch wichtigen Fall 
w,>>!4 u,>>4 u,>>4 (67) 
kSnnen die in (65)-(66) eingehenden Integralfunktionen durch 
Ci xX Six S233 , (68) 
x x 
angendhert werden, und es ergibt sich 
P (u_a) (w_a) cos(w,-w,) 
(2 | - 2 —— (69) 
P q Pp 4 2 
P (x_a) (w_a) cos(u,-u,) 
2 2 2 u,u 
(x, a) ~(n,a) uy, us 


Die Energieumwandlungen oszillieren mit der Frequenz, Die maximalen 
Energieumwandlungen ergeben sich durch Ersetzung der in (69) und (70) 


eingehenden Cosinusfunktionen durch -1 und sind 
2 
a) (x, a) (ka,) ~(ka, 


2 
é 


(74) 


| 
14 
2ka 2ka 
| 
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25, 


Pp (x a)* (ka,) (ka,) kL (72) 
q P 4 2 


Man bemerkt gleich, dass die reflektierte Energie des Wellentyps q 
erheblich kleiner als die fortschreitende Energie dieses Wellentyps ist, 
Ferner bemerkt man, dass die Energieumwandlungen (71) und (72) 
symmetrisch in a, und as sind, Die Energieumwandlungen in einem 
divergierenden Ubergang sind deshalb gleich den Energieumwandlungen 
in einem konvergierenden Ubergang, wenn die Endquerschnitte gleich 
sind, 

Mit der Ho4~ Welle (x, a = 3,832) als einfallende Welle ist der 
Energieverlust im konischen Horn durch Umwandlung in die weiter- 
laufenden Wellentypen Hp, (u, a = 7, 016) und Ho3 (x, a = 10, 173) und 
in die reflektierte Ho2- Welle in den Bildern 3, 4 und 5 dargestellt. 


dB 
-0,5 
4 3 2 4,5 
-0,2 
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-0,05 


-0,04 
0,04 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5 


a 
aN 


L 
Bild 3, Energieverlust einer durch einen konischen OUbergang tibertragenen 


Ho4-Welle durch Umwandiung in eine weiterlaufende Ho2~ Welle. 
AngenShert nach (74), Voraussetzung (73). 
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“2 
—= 4 B/ 2,5 1,5 
V 4 V 
-0,005 
-0,002 7 
-0,001 L 
-0, 0005 L 
0,0002 VA 
ae 0,04 0,02 0,05 0,1 0,2 0,5 
a, a 
L 
Bild 4, Energieverlust einer durch einen konischen Obergang tbertragenen 


Ho4- Welle durch Umwandlung in eine weiterlaufende Ho37 Welle. 


Angen4&hert nach (71). 


Voraussetzung (74), 
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0,05 


0,4 


Bild 5, Energieverlust einer durch einen konischen Obergang tbertragenen 
Ho4-Welle durch Umwandlung in eine reflektierte Ho2~ Welle. 


AngenShert nach (72), Voraussetzung (75). 


16, 
a 4 
i 


a4, 


Gezeigt ist der Energieverlust in bezug auf die Energie der einfallenden 
indB in Abh&ngigkeit von (a, /L) (a, bzw. A/L und ftir 
verschiedene Werte von a, /a,. Streng genommen gelten die Kurven nur 
ffir einen divergierenden Obergang mit da Kurven nur ftir 
aufgezeichnet werden, Wie oben erwdhnt, werden die Kurven jedoch auch 
ffir einen konvergierenden Ubergang gtiltig wenn ay durch ay und a, durch 
a, ersetzt werden, Die Voraussetzungen fiir die Giltigkeit der Kurven 
sind nach (53) und (70) 


(+) und 0,40 und (73) 
fiir den fortschreitenden Wellentyp Ho2» 


a4 4 4 34 
(+) und und ® 1 (74) 


ffir den fortschreitenden Wellentyp Ho3 
2 2 
a4 a4 
(4) und 0,40; und 08 8 (75) 


ftir den reflekiierten Wellentyp und 


2 
a a a a 
: 2 1 2 
und (2)> 0,753 und 08 8 (76) 


fiir den reflektierten Wellentyp H),. Die @ enthaltenden Voraussetzungen 
sind praktisch meist sehr gut erflillt, Ausser diesen Bedingungen wurde 
vorausgesetzt, und ferner, dass die relative Energieumwargdlung 
klein ist. Bei Frequenzen, an denen die (a/d)*- Bedingungen in (73)-(76) 
nicht gut erftillt sind, ist mit kleinerem Energieverlust zu rechnen, als 


man von den Kurven abliest, 


Umwandlung in andere Wellentypen im optischen Grenzfall 


Ausser dem praktisch wichtigen Fall (67) wollen wir die optischen 
Grenzwerte der Energieumwandlungen (65) und (66) untersuchen, Optisch 
gesehen wird ftir einen divergierenden Ubergang die Energie der einfal- 
lenden Welle in den Hohlleiter 2 in Form eines Lichtbtindels mit dem 
Radius a, weitergeleitet werden, Die Reflexion muss Null werden, und 
die Energieumwandlung in einen bestimmten Wellentyp im Hohlleiter 2 


n&hert sich einen Grenzwert, 


18 


Der optische Grenzfall k-»o entspricht nach (64) und 
Diese Bedingungen sind schon durch (67) erftillt, und (72) zeigt dann auch 
dass Pot 0. 

Ferner entspricht nach (64) 0 und w 0. 

Indem 


Six® x; Cix In (yx); y= 41,7813 x<<4 (77) 


ergibt sich dann ffir die relative Energieumwandlung des einfallenden 
Wellentyps p in den fortschreitenden Wellentyp q 


P 2 a 
(x, 9) 4 


Diese Energiumwandlung gilt ftir einen divergierenden sowie ftir einen 
konvergierenden Obergang. Mit gleichen Endquerschnitten werden die 
Energieumwandlungen gleich fir den konvergierenden wie ftir den diver- 
gierenden Obergang. Wie erwartet,h4ngt (78) nicht von @ ab, 

Der optische Grenzwert der Energieumwandlung, der durch (78) 
angenShert gegeben ist, 14sst sich fir einen divergierenden Obergang 
exakt berechnen. Es ist von Interesse diesen exakten Grenzwert mit 
dem angenSherten Grenzwert (78) zu vergleichen, Aus einem solchen 
Vergleich wird man einen Eindruck von der maximalen Energieumwand- 
lung gewinnen, bei der nicht nur die Formel (78), sondern auch die 
Formel (71) praktisch noch in guter N&herung verwendet werden k&nnen, 

Zur Berechnung des exakten optischen Grenzwertes der Energieum- 
wandlung, die ein im Hohlleiter 1 auf den divergierenden Obergang ein- 
fallender Wellentyp p in einen fortschreitenden Wellentyp q im Hohlleiter 2 
erffhrt, nehmen wir nach (1) und (10) den folgenden Ansatz fiir den einfal- 
lenden Wellentyp p 


xa, 434) 


Hier ist Moa der Eigenwert des Wellentyps p im Hohlleiter, E, ist so 


gewShlt, dass 


Ay 


ist, wo Ay der Querschnitt des Hohlleiters 1 ist. Dieses Feld bleibt 
optisch gleich auch im Hohlleiter 2. Wir entwickeln deshalb das Feld (79) 


18. 
é 
i 
: =— 2 
E p da =i 


in Eigenfuktionen des Hohlleiters 2 und schreiben 


co 
_ ED r $ ay 
(0) 
= . < < 
n=4 0 ria, 
Hier ist nach (10) 
J,(%_5r) 
4 
(84) 


2 
may J 5,242) 


X22 ist der Eigenwert des Wellentyps n im Hohlleiter 2, Durch skalare 
Multiplikation der Gleichung (80) mit By erh&lt man, da die Vektorfunktio- 
nen orthogonal und nach (6) normiert sind, durch Integration tiber den 


Querschnitt des Hohlleiters 2 


a4 
2 


C_= J,(u d 82 


Da 444) = J4 0242) = 0, ergibt sich dann der untenstehende exakte 
Ausdruck ftir die relative Energieumwandlung des einfallenden Wellentyps p 
in den fortschreitenden Wellentyp q 


a 2 
Paz a2 (x, a) a 
Pit ay 2 32.4 2 
G2) 


Die relative Energieumwandlung der H),-Welle (x, = 3,832) in 
weiterlaufende Wellen Ho2 ("2a = 7,046) und Ho (x3 = 10, 173) im op- 
tischen Grenzfall wurde nach dem exakten Ausdruck (83) und dem ange- 
n&herten Ausdruck (78) in Bild 6 aufgetragen. Gezeigt ist der Energiever- 
lust in bezug auf die Energie der auf den konischen Obergang einfallenden 
Hp,~ Welle in dBin Abh&angigkeit von ay /a,-1. Man erkennt aus dem Bild, 
dass die N&herungsformel (78) zwar in sehr guter N&herung verwendet 
werden kann bis zu einem maximalen Energieverlust von, etwa 2dB der 
Ho,- Welle durch Umwandlung in die Ho2~ Welle, w&hrend die N&herungs- 
formel nur bis zu einem maximaleh Energieverlust von etwa 0, 05 dB der 
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aB 
-1 
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Bild 6, Energieverlust einer durch einen konischen Obergang tibertragenen 
Ho4-Welle durch Umwandlung in weiterlaufende Hg2-und Ho3-Wellen, 
Optischer Grenzfall. Exakt nach (83),_ __ Angen&hert nach (78), 


Ho4~ Welle durch Umwandlung in die Hp3~ Welle verwendet werden kann, Dies 
h&ngt nun damit zusammen, dass beim Herleiten der Naherungsformel (78) 
ftir die Energieumwandlung einer Welle in eine Ho, ~ Welle vorausgesetzt 
wurde, dass die in alle anderen Wellen Hon umgewandelte Energie klein ist 
gegen die Energie der einfallenden Ho4~ Welle. Da nun die Ho2~ Welle erheb- 
lich starker angeregt wird als alle anderen hdSheren Wellen, ist auch zu 
erwarten, dass die N&herungsformel bis zu einem erheblich grésseren 
maximalen Energieverlust der H),-Welle infolge von Umwandlung in die 

Ho2~ Welle verwendet werden kann als durch Umwandlung in die Ho37 Welle. 
Aus den Kurven in Bild 6 schliesst man deswegen, dass die Naherungsformel 
(71), die an die gleichen Voraussetzungen tiber die maximale Energieum- 
wandlung gebunden ist wie die optische N&aherungsformel (78), bis zu einem 
maximalen Energieverlust von etwa 2 dB flr die Ho2~ Welle und etwa 0, 05 dB 
ftir die H)37 Welle verwendet werden kann, Die Kurven in den Bildern 3 und 4 


wurden demnach nur bis zu einem Energieverlust von 1dB bzw, 0, 02 dB 


aufgetragen, 


-2 
7 
| 
-0,004 


Schlussfolgerung 


Die grdsste StSrung der H4~ Ubertragung durch einen konischen 
Obergang besteht in einer Umwandlung der einfallenden Energie in eine 
weiterlaufende Ho27 Welle. Alle anderen weiterlaufenden Wellen werden 
erheblich schwdcher angeregt als die Ho2- Welle. Der Energieverlust 
durch Umwandlung in reflektierte H),-und hdhere Wellentypen kann 


praktisch ve rnachlassigt werden, 
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Anhang 


LSsung der Differentialgleichungen (30) und (34) 


Zur L&Ssung der Differentialgleichungen 


v' =0 (30) 

+p71=0 (34) 
in der N&herung erster Ordnung in ® wurden die Ans&tze 

ydz 

V=ge (32) 
Zz 
“J ydz 
(33) 


gemacht, Hier sind y, g und h funktionen von @ und z, die sich nur lang- 
sam mit z andern und nach Potenzen von @ folgendermassen entwickelt 


werden 


Y= = g,(z,@"), h= » h, (z, @”) (34) 


Ftihrt man jetzt die Ans&tze (32) und (33) in (30) und (31) ein, bekommt 
man die folgenden Differentialgleichungen zur Bestimmung von y, g und h 


- = 0 (84) 
hi'=(j2y42 0 (85) 


Hier werden die Ans&tze (34) singesetzt, Glieder, die von gleicher 
Gr&Sssenordnung in @ sind, werden dann gleichgesetzt. Indem man be- 
achtet, dass die r-ten Ableitungen der Teilfunktionen Yn? 8n und h, nach z 
die Potenzabhangigkeit nt+tr von ® besitzen, ergibt sich dabei die untenste- 
hende Gleichung ffir die Glieder nullter Ordnung in ® : 


=86 (86) 
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Fir die Glieder erster Ordnung in @ entnimmt man (84) und (87) die 
folgenden Gleichungen in und 


' 
1 B' 


Hier kann v4 beliebig gew&hlt werden, Setzen wir vy, = 0, dann 


errechnet sich ftir % und h, 
a (89) 


h, = (90) 


Die Proportionalitatskonstante j ftir a ist notwendig um die ursprting- 
lichen zusammengehSrenden Differentialgleichungen (28) und (29) zu 
erftillen. Man bemerkt, dass der Energiesatz Re (VI*) = pos,Konst, in 
dieser N&herung erftillt ist. 

Ftir die Glieder zweiter Ordnung in @ ergeben sich aus (84) und (85) 
zur Bestimmung von 84 und h, die Gleichungen 


" 1 
gi + 8, =) (94) 
4 2 8 
4 
2 2 
Die L&Ssungen dieser inhomogenen Differentialgleichungen sind 
4 
4 2 3 ' 2 
4 
2 2 
p 
1 2 " 
Hier ist dz=- dz (95) 
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Ferner ist =k? - x” (96) 
BB' = (97) 

“a = konst. (98) 

+an' = 18 + an' = 0 (99) 


Einsetzung in (93) und (94) ergibt dann fir g, und h, 


: 2 
dz +3 0 (100) 
B (Pa) 
4 2 
an +5028 (101) 
(Ba) 


Hier suchen wir jetzt das Integral von p" /p2, Aus (97) erfolgt 
Aus (99) folgt ferner ftir den konischen Ubergang (@ unabh4ngig von z) 


2 xa 
u" = 20 (4103) 
ae 


Durch Einsetzung in (102) errechnet sich dann 


2 
pr = - (3 +4) (104) 
Ba B 
Infolgedessen ist 
da 
dz 
(pa) 4(pa)” * 
Hier ist da _ d(Pa) _1 (106) 
a fa ad 


und das gesuchte Integral wird damit folgendermassen reduziert 


i 
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2 | 


(Ra) +(na)” (Ra) 
(xa)“~ (Ba) (Ba) 
d(fa (408 
+(na) 
4 2 arctan | (409) 
3 (pa 


Durch Einsetzen dieses Integrals in (100) und (101) ergeben sich die 
untenstehenden Ausdrticke der gesuchten Funktionen 8, und hy 


- 
8, Arctan® a) (110) 
a 
Z 2 : 
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